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1．はじめに
　定常時系列モデルは、線形モデルと非線形モデルに大別することができる。刈屋=照井
（1997）によれば、非線形モデルの中には、GARCHモデル、閾値自己回帰モデル（Threshold 
Auto Regressiveモデル、以後はTARモデルと略記する）を始めとする多様なモデルが含まれ
ている。
　非線形モデルの中でもGARCHモデルが実証分析に広く利用されているのに対して、TARモ
デルはこれまでGARCHモデルほど利用されてこなかったと言えよう。特にTARモデルと
GARCHモデルを組み合せたDouble Threshold GARCHモデル（以後はDT-GARCHモデルと
略記する）を適用した例はChen et.al.（2003）、Chen et.al.（2005）、Chen et.al.（2006）、So 
et.al.（2007）が挙げられるが、まだ多くない。
　Chen et.al.（2006）など、日本の株式市場にDT-GARCHモデルを適用した先行研究では株
価指数を対象としていた。そこで本論文では日本市場に上場されている個別株式を対象として
DT-GARCHモデルを適用した。本論文では、DT-GARCHモデルのパラメータを推定するだけ
でなく、その株価変化率に誤差項がI.I.D.の正規分布に従う自己回帰モデル（以後はARモデル
と略記する）、TARモデルも適用して、何れの閾値モデルが最もよく当てはまるかを明らか
にする。こうした作業を通じて、DT-GARCHモデルを紹介することが本論文の目的である。
　TARモデルの推定といっても、同モデルは自己回帰のラグ数kや以下で説明する遅れ変数d
の違いによって異なるモデルに分かれる。たとえば、自己回帰のラグ数kを４とするならば、
k≦dの場合は10種類のモデルが考えられる。また、DT-GARCHモデルではGARCH過程の次数
pとqによってさらに分かれる。本論文ではこれらのモデルについて複数のモデルを推定し、そ
の中からデータの特徴を最もよく表すモデルを選択する。モデルの選択に当たっては、伝統的
な統計学に基づいてパラメータを推定したいならば、AICなどの指標を用いてモデル選択する。
一方、ベイズ統計学の立場からパラメータを推定したいならば、DIC（Deviance Information 
Criterion）や周辺尤度によって選択することが考えられる。１）ベイズ統計学を用いてパラ
メータを推定する本論文では計算の容易なDICを用いる。
１）　Chib（1995）にはギブズ・サンプリング法を用いてパラメー タを推定した場合の周辺尤度の計算方法、そしてChib and 
Jeliazkov（2001）にはメトロポリス=ヘイスティング法を推定した場合の周辺尤度の計算方法が記述されている。
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　データにTARモデルやDT-GARCHモデルを適用する前に、データがTARモデルに従うのか、
ARモデルに従うのかを確認する必要があろう。伝統的な統計学の立場から、TARモデルを対
立仮説とする検定として、Petruccelli=Davies（1986）とTsay（1989）等がある。さらにTAR
モデルと似たモデルであるSmooth Transition Auto Regressiveモデル（以後はSTARモデルと
略記する)を適用する場合はSTARモデルを対立仮説とする検定としてGranger=Terasvirta
（1994）がある。
　本論文では、株価データに対してTsay（1989）を用いた検定を行った後で、ARモデル、
TARモデル、DT-GARCHモデルを候補に挙げてベイズ推定する。その上で最適と考えられる
モデルをDICによって選択する。
　現実の経済データにTARモデル、あるいはSTARモデルを適用した研究を紹介しよう。
Kräger=Kugler（1993）は５ヶ国の対米為替レートにTARモデルを適用している。
Clements=Krolzig（1998）、Potter（1995）は標本理論の立場から、Koop=Potter（1999）、
同（2000）はベイジアンの立場から米国のGDPや英国の生産指数にTARモデルを適用してい
る。Koop=Potter（1999）、同（2000）ではさらに、他の時系列モデルとの間でベイズ統計学
の立場からモデル選択を行っている。Koop=Potter（2000）には、フラットに近い事前分布を
仮定した場合、線形モデルが選択されやすいと記述されている。刈屋=照井（1997）は伝統的
な統計学の立場から株価変化率にTARモデルを適用して、推定結果を議論している。さらに
OECDに加盟する６ヶ国のGDPとアメリカのGNPについては、ベイズ統計学に基づいて予測
を行っている。
　TARモデルと似たモデルであるSTARモデルを用いた株価の実証研究として、Sarantis
（2001）がある。同論文ではG７に属する国々の株価指数の対前年変化率の月次データに対し
て伝統的な統計学に基づいてSTARモデルを適用している。パラメータ推定に加えて、相互依
存関係の検証や予測力の比較などを行っている。Sarantis（1999）は欧米日の10ヶ国の実質実
効為替レートにSTARモデルを適用して、同様の分析をしている。Michael=Nobay=Peel
（1997）は英米独仏の４ヶ国間の為替レートにExponential STARモデルを適用し、購買力平
価説の妥当性を検証している。またWago（2004）では円・ドル為替レート、円・バーツ為替
レート、円・ルピア為替レートに平滑推移GARCHモデルを適用してパラメータをベイズ推定
している。平滑推移GARCHモデルとは誤差項の条件付き分散にGARCH過程を仮定し、
GARCHモデルのパラメータが滑らかに変化するモデルである。
　Brooks（2001）はLi=Li（1996）のDT-ARCHモデルをDT-GARCHモデルへ拡張し、フラン
＝マルクの為替レートへ応用した。モデルの推定には最尤法が用いられている。Chen et.
al.（2003）では日本、カナダと欧州４ヶ国の株価指数に対して米国の株価指数の変化率を閾値
としたDT-GARCHモデルを適用している。この分析を通じて米国の株式市場の変化の仕方に
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よって、分析対象となった国々の株式市場が非対称な影響を受けていることが分かった。
Chen et.al.（2005）では台湾とG７諸国の合計８ヶ国の株価指数に対して通常のGARCHモデル
とDT-GARCHモデルを当てはめ、リバーシブル・ジャンプMCMC（RJ-MCMC）でパラメー
タを推定すると共にモデル選択を行った。Chen et.al.（2006）では日本、オーストラリア、カ
ナダと欧州４ヶ国の合計７ヶ国の株価指数を対象にDT-GARCH、DTX-GARCH、GJR-
GARCHの各モデルを適用して、RJ-MCMCでパラメータを推定すると共にモデル選択を行っ
た。So et.al.（2007）では台湾、タイ、韓国、フランス、英国の株価指数の変化率にさまざまな
DT-GARCHモデルを応用している。それらのモデルでは、自国あるいは米国の株価変化率や
出来高を単独あるいは組み合わせて閾値として組み込んでいる。DT-GARCHモデルが適切な
モデルとして選択されること、閾値が７ヶ国で負値として推定されることが明らかにされた。
Yang=Chang（2007）は通貨を取り入れたDT-GARCHモデルを用いて株式市場を分析している。
　本論文では、誤差項にGARCH過程を仮定したTARモデルであるDT－GARCHモデルを個
別株式の株価変化率に適用する。GARCH過程を仮定したこのモデルは、金融データが備えて
いる以下の性質を捉えるのに有効であると考えられている。第１に裾の厚い分布であること、
第２にボラティリティー・クラスタリングという性質を有することである。これはボラティリ
ティーが大きいときは大きいことが継続し、小さいときは小さいことが継続することを言う。
　本論文の構成であるが、第２節では分析するモデルの説明を行う。第３節ではパラメータを
ベイズ推定する方法を説明する。第４節では分析対象である株価データの非線形性をTsay
（1989）のF検定によって確認するとともに、定常性をADF検定により確認する。第５節にお
いて各モデルのパラメータをベイズ推定すると共に、DICを計算してモデル選択を行う。最後
の第６節において、推定結果を紹介して最終的なモデル選択を行うとともに、選択されたモデ
ルに経済的な解釈を与える。
2．モデルの紹介
　以下に本論文において扱うモデルを整理しておこう。
　　モデル１：誤差項に独立かつ同一の正規分布を仮定した自己回帰モデル
　　モデル２：誤差項に正規分布を仮定したTARモデル
　　モデル３：誤差項にGARCH過程を仮定したTARモデル
　上記の３つのモデルのパラメータを比較する。上述した３つのモデルを数式で記述してみよ
う。まず、モデル１（ARモデル）は、
Y=Xb+ut　　 ut～N(0,σ
2)　　  　　　　　　　　　　　                      …(1)
である。ARモデルを行列表記する際に用いるYとXであるが、
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　Y= 　　　、X= 
とする。
　次にモデル２（TARモデル）では状態の変化を考えるので、いくつの状態を考えるかに
よってモデルは異なる。最も単純なのは２つの状態しか考えない場合である。それを数式で記
述すれば以下の通りである。本論文では状態が２つの場合のみを扱う。
　yt=b0
(1)+b1
(1)yt-1+…+bk1
(1)yt-k1+u
(1)
t 　u
(1)
t～N(0,σ(1)
2 ) 　yt-d　≦r　　　　　  …(2)
　yt=b0
(2)+b1
(2)yt-1+…+bk2
(2)yt-k2+u
(2)
t 　u
(2)
t～N(0,σ(2)
2 ) 　 r＜ yt-d
　つまり、d期前の値が属する範囲によってt期のモデルが変わるのである。(2)がTARモデル
の基本形である。本論文では、自己回帰部分のラグ数は２つの状態で共通と仮定する(k1=k2)。
このことは以下のモデル３でも仮定する。
　モデル３（DT-GARCHモデル）は、誤差項の条件付き分散がGARCH過程に従うTARモデ
ルである。数式で示せば、以下の通りである。
yt=b0
(1)+b1
(1)yt-1+…+bk1
(1)yt-k1+u
(1)
t 　u
(1)
t|It-1～N(0,ht
(1) ) 　yt-d　≦r
ht
(1)　=a0
(1) +a1
(1) u2t-1 +a2
(1) ht-1
(1)　　　　　　　　　　　　　　　　　　  …(3)
yt=b0
(2)+b1
(2)yt-1+…+bk2
(2)yt-k2+u
(2)
t 　u
(2)
t|It-1～N(0, ht
(2)) 　 r＜ yt-d
ht
(2)　=a0
(2) +a1
(2) u2t-1 +a2
(2) ht-1
(2)
ただし、本論文ではp=q=１に限定して推定する。Double Threshold GARCHモデルという名
は閾値によってARモデルとGARCH過程の２つが同時に変更するからである。
3．パラメータ推定
　本論文では、上述した３つのモデルのそれぞれについてベイズ統計学の立場からパラメータ
推定する。誤差項が正規分布に従うARモデルはギブズ・サンプリング法、誤差項が正規分布
に従うTARモデルはギブズ・サンプリング法とM=H法で推定する。誤差項の条件付き分散が
GARCH過程に従うDT-GARCHモデルはM=H法で推定する。以下で各モデルのパラメータを
推定するに当たって必要なフルコンディショナルな事後分布と提案分布を紹介しよう。
3．1　誤差項が正規分布に従う自己回帰モデルのサンプリング
 (1)で記述されるモデル１のパラメータはbとσ2であり、事前分布をb|σ2～N(b0,σ
2A-1)とσ2～
IG(ν0/2, ν0λ0/2)とする。bとσ
2のフルコンディショナルな事後分布はそれぞれ、以下の通りである。
yk+1
yk+2
…
yn-1
yn
1　  yk　　 yk-1　…　 y1
1　 yk+1  　yk　   …　 y2
…　 …　 …　 …　 …
1　 yn-2　 yn-3　  …　yn-k-1
1　 yn-1　 yn-2      …　yn-k
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２）　Enders（2004）に従っている。
　f (b|σ2,y)～N ((X' X+A)-1(X' Xb+Ab0),σ2(X' X+A)-1)
　f (σ2|b,y)～IG     ,     、
ただし 、λ＝λ0v0 ＋(b-b0)A
-1(b-b0)+(y-Xb)'(y-Xb)、v＝v0＋n＋k＋1、b＝(X' X )
-1X'yである。
3．2　誤差項が正規分布に従うTARモデルのサンプリング
　状態が２個のTARモデルの推定では２つの自己回帰モデルのパラメータ推定をすることに
なる。状態１に対応する同モデルのパラメータをb(1)、σ(1)
2と記述し、状態２に対応するパラ
メータをb(2)、σ(2)
2と記述する。
　b(1)、b(2)、σ(1)
2、σ(2)
2のサンプリングは3.1のARモデルの場合を参考にされたい。本小節では
TARモデル固有のパラメータである閾値rのサンプリングと遅れ変数dの選択だけを説明する
こととする。
　閾値rのサンプリングにあたり、rの候補は以下のように生成する。つまりランダムウォー
ク・サンプリング法を用いる。
　rt=rt-1+εt　　　　　εt～N(0,σε
2)
そしてrtを用いて計算した事後密度と、rt-1を用いて計算した事後密度を計算してその比をとっ
たものが、採択確率になる。閾値のサンプリングは、その上限と下限を全データの85%点と
15%点に設定した上で行っている。２） 
　自己回帰のラグ数kと遅れ変数dを(k=1,d=1), (k=2,d=1),…と置いた上でパラメータを推定し、
DICを計算する。計算されたDICの大きさによってkとdを選択する。つまり最適なTARモデル
を選択する。
3．3　DT-GARCHモデルのサンプリング
　DT－GARCHモデルは、誤差項の条件付き分散がGARCH過程に従う自己回帰モデルに閾値
を組み込んだモデルである。TARモデルの場合は、閾値の推定以外は通常の自己回帰モデル
の推定方法をそのまま援用できるが、DT-GARCHモデルには援用できない。モデルが複雑化
しているので、自己回帰モデル部分の回帰係数ですらフルコンデョショナルな事後分布を導出
できない。そこで、閾値、回帰係数とGARCH過程の係数をM=H法で推定する。特に閾値と
GARCH過程の係数はM=H法の中のランダム・ウォーク・サンプリング法でベイズ推定する。
ˆ
˜ ˜
v
2
˜ λ
2
˜
ˆ
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4．データの説明
4．1　株価データ
　本論文では、データとして株価の週次データから計算された変化率データを用いる。日次
データよりも価格変動が大きいのではないかと考えて週次データを利用した。標本期間は1996
年１月～2005年６月である。日経225種平均株価指数に採用されている銘柄の中から三井不動
産のデータを選んで分析した。その理由は、(1)異常値がないと思われること、(2)TARモデ
ルを扱うので、価格変化率のデータについて一階の自己相関を調べて有意に０でないこと、
(3)以下に説明する非線形性の検定が有意であること、の３点を満たしているからである。
 
　図１に三井不動産の株価の推移、そして図２に同データの変化率の推移を示しておこう。東
洋経済新報社の株価CD－ROM 2007をデータとして利用した。
図１：三井不動産の株価の推移（円）
図２：三井不動産の株価の変化率の推移（％）
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4．2　Tsay(1989)のF検定
　状態が２つのTARモデルを対立仮説、同じラグ次数のARモデルを帰無仮説とするTsay
（1989）のＦ検定を用いて、三井不動産の株価変化率にとってTARモデルとARモデルの何れ
が適当であるのかを検定する。週次データを利用しているので、ラグ次数は７まで考慮すれば
十分である。したがって検定したモデルは28種類である。
　表１に示す通り、変化率データの中で、有意水準１%で帰無仮説が棄却され、TARモデル
が適切と考えられたモデルは７種類であった。ADF検定を行った結果、この変化率には単位根
が存在しないことが明らかとなった。
5．パラメータのベイズ推定とDICの計算　
　本論文では、1996年１月～2005年６月の三井不動産の週次データから計算された変化率デー
タに対してモデル１からモデル３を適用する。
5．1　ARモデルのベイズ推定
　第３節で紹介したような推定方法を用いて、自己回帰モデルのパラメータをベイズ推定する。
推定に当たって事前分布を決める必要がある。最小二乗推定値、あるいはフラットな事前分布
でベイズ推定した値を参考にして、事前分布を決定した。
　b|σ2の事前分布としては、最小二乗推定値を利用してb|σ2～N (b,σ2(X' X)-1)とした。ただし、共
分散は０とした。σ2の事前分布としては逆ガンマ分布 IG 　　　　を考え、フラットな事前分
布でベイズ推定した値に逆ガンマ分布の平均が大よそ一致するようにハイパー・パラメータを
決めた。サンプリングに当たっては、最初の1万回を捨てて、１万１回から２万回のサンプリ
ング結果を利用して推定を行った。対数尤度、AICとDICの値を以下の表２にまとめておこう。
表１：非線形性の検定結果（大きな値のモデルのみ抜粋）
モデル TAR(1,1) TAR(2,1) TAR(3,1) TAR(4,1) TAR(5,1) TAR(6,1) TAR(7,1)
F値 7.763** 6.113** 4.628** 3.836** 3.674** 3.346** 2.991**
注:**印は有意水準1%で帰無仮説(ARモデル)が棄却されることを示す。
ˆ
v0
2  
,v0λ0
 2
表２：自己回帰モデルの対数尤度,AIC,DIC(三井不動産)
AR(1) AR(2) AR(3) AR(4) AR(5)
対数尤度 -1514.19 -1513.92 -1513.91 -1513.50 -1513.18
AIC 3034.37 3035.84 3037.82 3039.00 3040.36
DIC 3032.30 3032.85 3033.83 3034.07 3034.41
山形大学紀要（社会科学）第４2巻第２号
― 24 ―
３）　フラットな事前分布を用いてベイズ推定して得られた事後分散を事前分散として改めてベイズ推定する
と、周辺尤度がとても小さな値となってしまうモデルが散見されたので、データの分散を事前分散とし
て利用した。
　AICとDICの大きさは連動しており、AR(1)で最小となる。ARモデルの中で最適なモデル
を１つ選ぶとすれば、AR(1)になると考えられる。AR(1)のパラメータを推定した結果を表３
に示す。
5．2　TARモデルのベイズ推定
　本論文で扱う閾値自己回帰モデルには、遅れ変数dと自己回帰係数kのラグの取り方によっ
て多種多様なモデルが含まれている。そこで、d≦k（k=1,2,3,4）という制約をつけた上で、考
えられる全てのモデルについてパラメータを推定した。その結果、推定対象となるTARモデ
ルは10種類になる。表４に10種類のTARモデルのそれぞれにおける対数尤度、AICとDICの値
を示す。３種類のモデルを推定するにあたり、加える尤度の個数を統一するために、自己回帰
のラグ数に関係なく、週次変化率データの中の最初の５個は削除する。
　第３節で紹介したような推定方法を用いて、各モデルのパラメータをベイズ推定するに当た
り、事前分布を決める必要がある。事前分布の選定には、フラットな事前分布で事前にパラ
メータをベイズ推定した結果を利用した。まず閾値rの事前分布であるが、フラットな事前分
布でベイズ推定して得られた事後平均を平均、データの分散を事前分布の分散とする正規分布
を事前分布として用いた。３）次にb(i)|σ2(i)(i=1,2)の事前分布であるが、フラットな事前分布を基
づいて事前に推定された閾値の推定値によってデータを２分割し、分割されたデータを用いて
計算された最小二乗推定値b(i)を利用した。つまりb(i)|σ(i)
2～N (b(i),σ2(i)(X(i)'X(i))-1) とした。ただし、
共分散は0とした。σ(i)
2の事前分布としては逆ガンマ分布を考える。フラットな事前分布を用い
てσ(i)
2をベイズ推定した推定値に逆ガンマ分布の平均E[σ2(i)]が大よそ一致するようにハイパー・
パラメータを決めた。
　また閾値の推定に当っては、閾値の存在範囲を全データの15%点から85%点に制限した上で
推定した。サンプリングに当たっては、最初の１万回を捨てて、１万１回から２万回のサンプ
リング結果を利用して推定を行った。また定常性を満たすb(i)のサンプルのみを利用している。
表３：AR(1)の推定結果(三井不動産)
パラメータ 事後平均 事後標準偏差 事後自己相関
b0 -0.00373 0.16923 0.02333
b1 -0.13809 0.03183 0.02982
σ2 28.29435 1.89731 0.01426
対数尤度 -1514.19 R2 =       0.01929
AIC= 3034.37 DIC= 3032.30
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　表４から、DICに基づくとTARモデルの中ではk=2, d=1のモデルが支持されることが判る。
　自己回帰モデルの対数尤度の最大値（-1513.18）とTARモデルの対数尤度の最大値
（-1502.17）を比較すると、TARモデルの方が大きい。一方、自己回帰モデルのDICの最小値
（3032.30）はTARモデルのDICの最小値（3018.05）よりも大きい。以上から自己回帰モデル
よりもTARモデルが支持される。F検定の結果でも、DICが最小のTARモデルである k=2, 
d=1のTARモデルはAR(2)モデルよりも支持される。
　次に、DICが最小となったk=2, d=1のTARモデル（TAR(2,1)）のパラメータの推定結果を
表５に示す。下側の状態１ではyt-1の係数b1
(1)が有意であったが、yt-2の係数b2
(1)が有意ではな
かった。逆に上側の状態２ではyt-1の係数b1
(1)が有意でなかったが、yt-2の係数b2
(2)が有意であっ
た。
表４：閾値が１つのTARモデル対数尤度, AIC,DIC(三井不動産) 
モデル TAR(1,1) TAR(2,1) TAR(2,2) TAR(3,1) TAR(3,2)
対数尤度 -1504.88 -1503.20 -1508.67 -1502.73 -1508.16
AIC 3023.76 3024.39 3035.34 3027.45 3038.32
DIC 3019.73 3018.05 3031.93 3020.34 3031.66
モデル TAR(3,3) TAR(4,1) TAR(4,2) TAR(4,3) TAR(4,4)
対数尤度 -1510.80 -1502.17 -1507.01 -1510.95 -1504.52
AIC 3043.60 3030.33 3040.02 3047.90 3035.05
DIC 3021.97 3021.37 3030.77 3019.33 3028.99
※(　)内の数字は順番にkとdを表す。
表５： 閾値が１つのTARモデル(k=2,d=1)の推定結果 
パラメータ 事後平均 事後標準偏差 事後自己相関
b0
(1) -3.35336 0.74940 -0.00346
b1
(1) -0.68013 0.10117 -0.00148
b2
(1) 0.10291 0.06954 0.05653
σ2
(1) 31.21371 4.11938 0.01201
b0
(2) -0.35538 0.21273 0.03943
b1
(2) -0.01894 0.04317 0.00937
b2
(2) -0.07132 0.03507 0.03187
σ2
(2) 25.82258 1.90708 -0.00312
r -3.42148 0.87937 0.65450
対数尤度 -1503.20 R2= 0.06082
AIC= 3024.39 DIC= 3018.05
注:閾値の採択確率= 0.5944, n1=122,n2=368.
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5．3　DT－GARCHモデルのベイズ推定
　本論文で扱っている株価データは金融データの一つである。金融データでは、誤差項の条件
付き分散にGARCH過程を仮定することが多い。そこで本論文でも、TARモデルの誤差項の分散
にGARCH過程を仮定した、DT-GARCHモデルを分析してみた。表６に10種類のDT-GARCHモ
デルの対数尤度、AICとDICの値を示す。
　第３節で紹介したような推定方法を用いて、各モデルのパラメータをベイズ推定するに当た
り、事前分布を決める必要がある。事前分布として、フラットな事前分布を仮定してベイズ推
定した結果を閾値とGARCH部分のパラメータ（a(i)0,a
(i)
1,a
(i)
2）のハイパー・パラメータとする正
規分布を用いた。ただし、a0
(i),a1
(i)は同時に推定したが、a2
(i)は別に推定した。そしてa0
(i),a1
(i),a2
(i)
の事前分布の標準偏差はフラットな事前分布を仮定してベイズ推定した事後標準偏差の２分の
１にすると共に、共分散は０とした。回帰係数b(i)の事前分布であるが、上述した閾値の推定
結果を利用してデータを２分割して作られた状態 i のデータにARモデルを適用した際の回帰
係数の最小二乗推定値b(i)を利用した。つまりN (b(i),s2(i)(X(i)'X(i))-1) とした。ただし、s2(i)は状態 i の
データにARモデルを適用した際の残差の分散である。そして、共分散は0と仮定した。
　推定の結果、TARモデルのDICの最小値（3018.05）よりもDT-GARCHモデルのDICの最小
値（2990.80）の方が小さかったので、DT-GARCHモデルの方がモデルとして適切であると判
断される。DT-GARCHモデルでDICが最小となったのは、k=2,d=1のDT-GARCHモデル（DT-
GARCH(2,1)）であり、このモデルが最適であると判断した。DT-GARCH(2,1)のパラメータ
の推定結果を以下の表７に示しておく。
　DT-GARCH(2,1)では-4.17（％）を閾値として週次株価変化率はそのモデルを変更することが
分かる。１期前の変化率が-4.17（％）よりも低い場合は、状態１になる。状態１では１期前のラ
グ付き変数の回帰係数b1
(1)が-0.63968で有意であるから、大きく下落した場合は上昇へ向けて反
転すると考えられる。一方、１期前の変化率が-4.17（％）よりも高い場合は、状態２になる。状
ˆ
表６：閾値が１つのDT-GARCHモデル周辺尤度, AIC,DIC(三井不動産) 
モデル DT-GARCH (1,1) DT-GARCH (2,1) DT-GARCH (2,2) DT-GARCH (3,1) DT-GARCH (3,2)
対数尤度 -1490.59 -1488.49 -1496.55 -1487.92 -1496.30
AIC 3003.17 3002.97 3019.11 3005.84 3022.59
DIC 2996.77 2990.80 3005.59 2995.81 3009.79
モデル DT-GARCH (3,3) DT-GARCH (4,1) DT-GARCH (4,2) DT-GARCH (4,3) DT-GARCH (4,3)
対数尤度 -1494.39 -1488.46 -1497.64 -1494.55 -1495.82
AIC 3018.78 3010.91 3029.29 3023.10 3025.65
DIC 3006.80 2998.49 3010.28 3007.87 3008.07
※(　)内の数字は順番にkとdを表す。
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態２の回帰係数は有意に０と異なると言えないので、b0
(2)=-0.34216に近い値で変動することが
分かる。以上のようにDT-GARCH(2,1)は平均回帰的な動きをすると考えられる。そして
GARCH部分（a2）は両方の状態で有意に０と異なる。
6．結論
　本論文では日本の株価の変化率を閾値自己回帰モデルによって分析した。具体的には三井不
動産の週次の株価を取り上げて分析した。誤差項が正規分布に従う自己回帰モデルをベイズ推
定した結果、AR(1)が選択された。次に閾値が１つのTARモデルをベイズ推定した結果、
k=2､d=1のTARモデルが支持された。
　金融データでは誤差項の条件付き分散にGARCH過程を仮定することが多い。そこで株価変
化率を扱う本論文でも、誤差項の分散にGARCH過程を仮定したDT-GARCHモデルによる分
析も試みた。推定の結果、DT-GARCHモデルの中でDICが最小だったk=2､d=1,p=1,q=1のDT-
GARCHモデル（DT-GARCH(2,1)）は推定した全てのモデルの中でも最小であり、最適なモ
デルとして選ばれた。したがって、この株価データの場合、ARモデルやTARモデルよりも
DT-GARCHモデルの方がその性質を適切に記述できることが明らかとなった。
　選ばれたDT-GARCH(2,1)モデルは-4.17（％）を閾値とすることが分かった。１期前の変化率
が-4.17（％）よりも低い場合は、状態１になる。状態１では１次のラグ付き係数の回帰係数b1
(1)
が-0.63968であるから、大きな下落の後には上昇へ向けて反転すると考えられる。一方、１期
表７：閾値が１つのDT-GARCHモデル(k=2,d=1)の推定結果 
パラメータ 事後平均 事後標準偏差 事後自己相関
b0
(1) -3.10495 0.92876 0.01591
b1
(1) -0.63968 0.12207 -0.00207
b2
(1) 0.08875 0.08476 0.01365
a0
(1) 13.88777 4.64753 0.98834
a1
(1) 0.11085 0.05770 0.69023
a2
(1) 0.45209 0.12690 0.74103
b0
(2) -0.34216 0.18412 0.01920
b1
(2) -0.01880 0.04354 0.01758
b2
(2) -0.06060 0.03504 0.00507
a0
(2) 0.18351 0.13598 0.90021
a1
(2) 0.06038 0.02145 0.56165
a2
(2) 0.90375 0.01339 0.73605
r -4.17053 0.55511 0.54021
対数尤度＝ -1488.49 AIC= 3002.97
R2= 0.05540 DIC= 2990.80
注:閾値の採択確率＝0.15055　, n1=93　,n2=397 .
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前の変化率が-4.17（％）よりも高い場合は、状態２になる。状態２の回帰係数は有意に０と異な
ると言えないので、b0
(2)=-0.34216に近い値で変動することが分かる。以上のようにDT-
GARCH(2,1)は平均回帰的な動きをすると考えられる。GARCH部分（a2）は両方の状態で有
意に０と異なる。この推定結果から、このモデルは誤差項がGARCH過程の性質を持つと同時
に、-4.17（％）を閾値として平均回帰的な動きをすると考えられる。
　閾値の推定結果が-4.17（％）であったことから、この株価データの場合、よく利用されている
閾値を０に固定したモデルよりも閾値を０に限定しない本論文のモデルの方が適切であると考
えられる。
参考文献
[１] Clements,M. P. and H-M. Krolzig, 1998, “A Comparison of the Forecast Performance of Markov-
Switching and Threshold Autoregressive Models of US GNP ” Econometrics Journal, Vol.1, pp.47-75.
[２] Chen, C.W.S., 2003,“Asymmetrical Reaction to US Stock-Return News : Evidence from Major Stock 
Markets based on a Double Threshold Model,”Journal of Economics and Business, Vol.55, pp.487-502.
[３] Chen,C.W.S., M.K.P.So, R.H.Gerlach, 2005,“Assessing and Testing for Threshold Nonlinearity in Stock 
Returns,”Australian and New Zealand Journal of Statistics, Vol.47(４), pp.473-488.
[４] Chen,C.W.S., R.H.Gerlach, M.K.P.So, 2006,“Comparison of Nonnested Asymmetric Heteroskedastic 
Models,”Computational Statistics & Data Analysis, Vol.51, pp.2164-2178.
[５] Chib,S.,1995, “Marginal Likelihood From the Gibbs Output, ” Journal of the American Statistical 
Association, Vol.90, pp.1313-1321.
[６]  Chib,S. and I.,Jeliazkov,2001 ,1995, “Marginal Likelihood From the Metropolis - Hastings Output, ” 
Journal of the American Statistical Association, Vol. 96,pp.270-281.
[７] Enders, W.,2004, Applied Econometric Time Series（2nd Ed.）,Wiley.
[８]  Geweke, J. and N.Terui,1993, “Bayesian Threshold Autoregressive Models for Nonlinear Time 
Series, ” Journal of Time Series Analysis, Vol.14, pp.441-454.
[９] Goldman.E. and H Tsurumi , 2005, “Bayesian Analysis of a Doubly Truncated ARMA-GARCH 
Model,” Studies in Nonlinear Dynamics & Econometrics, Vol.9(2), pp.1-36.
[10] Granger, C.W.J. and T. Terasvirta ,1994, Modelling Nonlinear Economic Relationships, Oxford Univ. 
Press.
[11] 刈屋武昭・照井伸彦, 1997,『非線形経済時系列分析法とその応用』,岩波書店.
[12] 刈屋武昭･矢島美寛･田中勝人･竹内啓, 2003,『経済時系列の統計』,岩波書店.
[13] Koop,G., 2003, Bayesian Econometrics, John Wiley & Sons.
[14] Koop,G. and S.M.Potter,1999, “Bayes Factors and Nonlinearity :Evidence from Econometric Time 
Double Threshold GARCHモデルとその株価変化率への応用：ベイズ統計学を用いたパラメータ推定とモデル選択  ―砂田
― 29 ―
Series,” Journal of Econometrics,Vol.88, pp.251-281.
[15] Koop, G. and S.M.Potter, 2000, “Nonlinearity, Structural Breaks, or Outliers　in Economic Time 
Series ,”　Nonlinear Econometric Modeling in Time Series Analysis, Cambridge Univ. Press.
[16] Kräger, H. and P. Kugler, 1993, “Non-linearities in Foreign Exchange Markets : A Different 
Perspective, ” Journal of International Money and Finance,Vol.12, pp.195-208.
[17] Michael, P., A.R. Nobay and D.A. Peel,1997, “Transactions Costs and Nonlinear Adjustment in Real 
Exchange Rates: An Empirical Investigation, ” Journal of Political Economy,Vol.105, pp.862-879.
[18] Nakatsuma,T., 2000,“Bayesian Analysis of ARMA-GARCH Models:A Markov Chain Sampling 
Approach,” Journal of Econometrics,Vol.95, pp.57-69.
[19] 中妻照雄,2003,『ファイナンスのためのMCMC法によるベイズ分析』,三菱経済研究所.
[20] 大森裕浩,2001,『マルコフ連鎖モンテカルロ法の最近の展開』,日本統計学会誌,第31巻４号, pp.305-344.
[21] Petruccelli, J. and N. Davies,1986, “A Portmanteau Test for Self-Exciting Threshold Autoregressive-
type Nonlinearity in Time Series, ” Biometrika,Vol.73,pp.687-694.
[22] Potter, S.M., 1995, “A Nonlinear Approach to US GDP, ” Journal of Applied Econometrics,Vol.10, pp.109-125.
[23] Sarantis, N., 1999, “Modelling Non-linearities in Real Effective Exchange Rates, ” Journal of 
International Money and Finance,Vol.18, pp.27-45.
[24] Sarantis, N., 2001, “Nonlinearities, Cyclical Behavier and Predictability in Stock Markets : 
International Evidence, ” International Journal of Forecasting, Vol.17, pp.459-482.
[25] So,M.K., Chen,C.W.S., T.C.Chiang, D.S.Y.Lin, 2007,“Modelling Financial Time Series with Threshold 
Nonlinearity in Returns and Trading Volume,”Applied Stochastic Models in Business and Industry, Vol.23, 
pp.319-338.
[26] Spiegelhaiter, D.J. et al. 2002,“ Bayesian Measure of Model Complexity and Fit, ” Journal of Royal 
Statistical Society B, Vol.64, pp.583-639,2002.
[27] Tong, H. and K.S.Lim ,1980, “Threshold Autoregression, Limit Cycles and Cyclical Data,” Journal of 
Royal Statistical Society ;Series B,Vol.42, pp.245-292.
[28] Tsay, R. S., 1989, “Testing and Modelling Threshold Autoregressive Processes,” Journal of the 
American Statistical Association, Vol.84, pp.231-40.
[29] 山本拓,1988,『経済の時系列分析』,創文社.
[30] Yang,Y.L. and C.L.Chang,2007, “A Double-Threshold GARCH Model of Stock Markets and Currency 
Shocks on Stock Returns,” Mathematics & Computers in Simulation, Vol.79,pp.458-474.
[31] 和合肇,2005,『ベイズ計量経済分析』,東洋経済新報社. 
[32] Wago,H.,2004, “Bayesian Estimation of Smooth Transition GARCH Model Using Gibbs Sampling,” 
Mathematics & Computers in Simulation, Vol.64,pp.63-78.
山形大学紀要（社会科学）第４2巻第２号
― 30 ―
Double Threshold GARCH model and its Application to Individual 
Stock Price: Bayesian Estimation and Model Selection
Hiroshi SUNADA
 We apply Double Threshold GARCH (DT-GARCH) models to weekly change rate of 
Japanese individual stock price(Mitsui Fudosan). For comparison, we apply threshold 
autoregressive (TAR) model and autoregressive (AR) model, too. After Bayesian estimation, 
we select DT-GARCH model as most appropriate model by DIC. The estimate of its 
threshold is of –4.17(%). Then the auto regressive model with GARCH process will change 
the parameters, if the change rate exceeds the threshold. 
